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Kiitlovi xidmat sistemlorinda gozlama miiddatini ifada edan bir sinif funksionallarn
minimallagdiriimast masalalarine baxilr. Baxilan furnksionalin minimallasdiridmasi tigiin kafi
sartlar taptlir ki, kiitlavi xidmat sistemlarinda optimal idaraetmaya uygun olur. Sada hal ugiin
optimal idaraetmanin askar ifadasi tapihr, murakkab hal iiciin isa optimal idaraetmanin
tapilmasi iigtin tanliklar sistemi qurulur va adadi iisulla hall olunmasi yolu verilir.

Giris. Stoxastik idarsetma sistemlorindo miioyyan funksionalin minimallas-
dirllmasi aktual problemlardan biridir. Bu tip mosalalaera istehsalatda, iqtisadiyyatda,
saboka sistemlarinds, informasiya sistemlorinda va nagliyyat masalalorindo rast
golinir. Idarsetma, hayata kegirildiyi ana qadar bas vermis realizasiyalarin funksiyasi
kimi, tosadiifi kemiyyat olur. Idarsetmo sistemlarinds oks slaqali idarsetma vacib
ohamiyyat kasb edir. Bu da idaraetmanin tasadiifi kamiyyatlar ardicilligi kimi tayin
olunmasina sabab olur.

[3, 4, 5] islarinds bir nega terminal arasinda talablori dastyan sonsuz hacmli xid-
mat qurgusunun terminallarda yubadilmasi ilo idara etmakle xidmatin yaxsilagdiriimasi

masalalorina baxilir. Bu sistemin 6ziiniin idara olunmayan &,,7,.%,.7%....5,, 7, para-
metrlari var ki, onlar baxilan masaloda xidmat qurgusunun uygun dévrlarda terminal-

lar arasinda gedis vaxtlarini ifada edan tosadiifi kamiyyatlordir. Har bir dovrda do
xidmat qurgusunun bir va ya bir ne¢a terminalda yubadilmas: il hayata kegirilan

x,.y, manfi olmayan idarsetmalar daxil olunur. Sistemda talablarin orta gézloma

miiddatinin minimallasdirilmasi asagidaki tipli funksionallarin minimallagdiriimasina
gatirilir: bir terminalda idaroetma olduqda

. ]. Ar b ]
£,(x) = mEZE(é +x, +7)° 5
; k=1
iki terminalda idaraetma olduqda

. >
L(x.y)= 1“}];,‘2[5315':(5; TX T +3.) +&,E(m, +y, +&,. +x;n-;)_]

=1
Bu tip funksionallarin minimallagdirilmas: miiayyan ¢atinlikler yaradir ki, bu da op-
timal idaraetmani tapdigda idaraetmonin asil oldugu sistemin parametrlorinin — infor-
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masiyanin tasadiifi va galacays aid olmasi ila baglhidir. Bir neg¢a terminalda idarsetma
hayata kegirildikda isa bagqa bir problem alinan inteqgral tonliklor sisteminin kifayat
gadar miirakkab olmast ils baglidir.

Taqdim olunan isda qeyd olunan problemlarin halli iisulu taklif olunmusdur.

1. Sada hal. Farz olunur ki, miioyyan stoxastik idaraetma sisteminda asili
olmayan, sonlu ikinci tortib momentlors malik &,7,,&,.7,.....8,.7, ... tesadiifi

kamiyyatlor ardicilhg: verilir: EE’ < oo, En} <oo. Burada &,,&,,....&, .... eyni bir
F, paylanmasina, 7,,7,,....7],.... tesadiifi kamiyyatlari do hamginin eyni bir F,
paylanmasina malikdir. Sistemda aks alagali manfi olmayan idaraetmalar ardicilligs
X = (X,3Xy 505X, 5.) » Ex. <00 hayata kegirmak olar ki, realizasiyalar ardicilligy

S =X =N 6 X, o1, > >E >x, >, ..
soklinda olur. Burada stoxastik idaraetma sistemlorina xas olaraq sart goyulur ki, har

bir idaraetma ( x, -lar) yalmz 6ziindan avval bas veron realizasiyalardan asih ola bilar
va sonraki realizasiyalardan asili deyil, yoni har bir » € N nomrasi figiin x, tosadiifi

komiyyati &,,7,,8,.75,.-,6, tesadiifi komiyyatlorindon asihdir, 7,.8,.,.77,., ...
tosadiifi kamiyyatlarindon iso asili deyil.

X = {x e g B I (T SN T o 0} idaraetmolor sinfinda asagidaki funk-
sionala baxaq:

N
1(x)= 1_im?1;ZE(§k +x,+1,), xeX.
N e ol

ila bu limitin sonlu oldugu biitiin miimkiin idaraetmalar goxlugunu isaro edok. Miim-
kiin idarsetmalar sinfinde /,(x) funksionalinin minimallasdiriimasi masalasina
baxilir:
[,(x)>min, xeG. (1)
Qeyd 1. Bu minimallagdirma masalasinin sado sokli [3.4] islorinda rast
galinir. Belo ki, miioyyan kiitlovi xidmat sistemlorinda toloblarin orta gozloma
miiddatinin xidmatin avvalinda eyni qanunla paylanmig, asili olmayan gecikmolar
daxil etmakls minimallasdirmasi masalasi (1)-in xiisusi halina gatirilorak,
[,(x)=E(E+x+n)’ > min.
saklinda ortaya gixir. 9gar xidmatin avvalinde miixtalif qanunla paylanmis gecik-
moalar daxil edilarsa, onda (1) mesalasi alinir.
(1) masalasini cam sonlu olduqda qabariq analizin {sullarindan istifadg

etmakla hall etmak olar[1]. (1) halinda isa basqa iisullardan istifada etmak lazimdir.
(1) masalenin halli asagidaki ayrilisdan alinir:

. 2 N B _ 1 N _—
L(x)=1,(X)+ {Jm(:\;zE(é +X, +17,)(x, —xk)+—§ZE(xk —xk)“J.
Now =l

4¥ k=l
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X, X idaroetmalarinin G goxlugundan olmasindan sag torafdoki limitin sonlu olmasi
GIXII.

Teorem 1. X -nin optimal idaroetma olmasi iigiin kafi sart ixtiyari x € X
liglin

N—pen

I . _ -
mEZE(rsﬁxﬁm)(n—xk)zo (2)
k=1

barabarsizliyinin 6doanmasidir.
Teoremin isbati igiin komakgi lemmadan istifada olunur.
Lemma 1. a,,b, adadi ardicilhqlar iigiin
]im(an + bn) =0, man = d‘- d 20 va bn 2 0
olarsa, onda ¢ =>0().
Lemmanin isbati asanligla

a?l +bR 2 all
barabarsizliyindsn alinir.
Teorem l-in isbati agkar gakilda

o - _
a, :EZE@* +3, +1 )X, = %,),
k=1

12 =
by = ——Z E(x, -%,)>
AN k=1

gotiirmakla lemma I-don alimr. Optimal idarsetmanin formasini tapaq. (2)-de nazars
alsaq ki, har bir idaraetma yalniz 6ziindon avval bas veran realizasiyalardan asilt ola

bilar va sonraki realizasiyalardan asili deyil, (basqa sézls, x,,Xx, tosadiifi kemiyyot-

lori &,,7m,.&,.775 ..., &, - tasadiifi kamiyyatlarindan asihidir, 77, - tasadiifi kamiyyatin-
don asili deyil), onda riyazi gozlomanin xassalorinden istifada edarak, alarq ki:

E(é:;( +fﬁ- +7h)(xk _fk.) = E(é:k +'i:k +E’71 )(xk _f;;)-

Asanhgla gostarmak olar ki, x, = (=&, — En,)" (k =1,2,...) idarsetmasi (2) bara-

barsizliyini 6dayir va optimal idaraetmadir, burada z* = max(0, z) . Optimal idaraet-
ma ii¢iin funksionalin minimal giymati

1L,®)=E(& +En) +n,-En, .

2. Miirakkab hal. Farz edak ki, sistemda asili olmayan, soniu ikinci tartib
momentlora malik &,,n,.4,.1,,...&,.1,,.... tesadiifi kamiyyatlor ardicilligi verilir:

EE! <o,En} <. Yuxandaki qaydada &,,&, ,....,&, ... eynibir F, paylanmasina,

PR

52



sina malikdir. Sistemds oks alaqali, (x,y)=(x,.),,Xy,5ssX,, Y, ..) menfi ol-
mayan idaraetmolar ardicilhigy hoyata kegirilir ki, realizasiyalar ardicillig

ﬁl __)x1 _)‘ql _)‘yl _)52 —>I2 _>??2 _>y2 —H>_>§n _)’xn; ‘_)T?u _)'yn -

soklindo olur. Burada da har bir idarsetma yalniz 6ziindon avval bas veran realiza-
siyalardan asili ola bilor va sonraki realizasiyalardan asili deyil. Basqa sozlo, x, tasa-

diifi kamiyyati &.7,.8,.7,.,...4, tosadiifi kemiyyatlarindon asihdir, 7,.&,7,.,.... tosa-
diifi kemiyyatlorindon iso asih deyil. Eyni qayda ilo y, tesadiifi komiyyati

&m0 6,01, tosadiifi kemiyyatlorinden asihdir, &,.1.7,.,.€,.,,... tosadiifi

komiyyatlarindan isa asili deyil.
Sistemin effektivlik gostaricisi

; L1 E . 5 ,
L(x,y)= l,lm_'ifTZ[ai'(‘gx +x,+1,+y,) +a,E(n, +y, +¢,., '*'xm)-]‘ (3)
i por ¥ =l
burada a, +a, =1, a, 20, a, 20 .
Qeyd 2. Bu funksional ¢oxterminalli kiitlovi xidmat sistemlarinda iki termi-

nalda gecikmalarla idaraetma olan halda orta gozloma miiddatinin minimallasdiril-
masi zamani aliir [5]. Burada sada haldaki funksional (3)-iin xiisusi halidir:

1,(x) = 1,(x.0).

G ilo (3)-doki limitlar sonlu olan biitiin miimkiin (x, y) idaroetmalor goxlu-

gunu isara edirik. Miimkiin idaraetmalar sinfinde minimallagdirma masalasi asagidaki
sakilda olur:

I, (x,y) — min, (x,eG.

Teorem 2. (X,y) € G idaroetmasinin optimal olmasi iigiin kafi sart ixtiyari
(x,y) € G idaraetmasi iigiin
v

Ii_m_{fZE(j}k + G, + UG T e X X )Y - ) 20, (4)
N—ao JY ]

v 1oy _ - -
lim '_,Z,E(xm + T+ Ay + G0+ Y A WXy = X)) 20

barabarsizliklarinin ddonmasidir,
Teorem asagidaks ayrihigdan va yuxaridaki teorema uygun olaraq analoji mii-
hakimalordan istifada etmakla isbat olunur.
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e 2GS _ _ _
I(x.y) = 1,(x.y) = l}_fg{EZE(J’x + G G T F AT, + 00X, ) Vi)t
RN

. S _ _ _
+ _{;ZE('X&—I tam, t a8 Y Y X — X )+
£V k=)

Sl - _ .2 _ -
+EZ[a,£(xk —X, ¥ =V) +0E ~ Y + X, —xk_l)z]}.
k=1

Optimal idaraetmani asagidaki tisulla tapa bilarik. (4) barabarsizliklorinda nozora
alsaq ki, her bir idarsetma yalmz 6ziindon avval bas veran realizasiyalardan asili ola

bilor va sonraki realizasiyalardan asih deyil, yoni y,,y, tosadiifi kemiyyatlori
E &y aTy e &, 17, tosadiifi komiyyatlorindan asihdir, &, tesadiifi kamiyyatin-
don isa asih deyil, homginin x,,,,X,,, tesadiifi kemiyyatlori &.70,5.7h,- &7+ G

tasadiifi komiyyatlorindan asilidir, 7, toesadiifi kemiyyatindan isa asili deyil, onda
sarti riyazi gdzlomanin xassalarindan istifada edorak alirig:
E(ay6, ., + % Ny, = ¥,) = E(0, ES, + @, E(X | KX = Yi)
k=12,.
E(an,, + Vi XXy = %) = E@Eny + 0, E(Vy | K)) (X = X)) -

Burada asagidaki isaralomalar edilib:

E(X,; | K)= E(Xy | §15m e Sis M) s
E(Yin | K) = E(Yiq | &5m 5561k Gien) -

Basqa sozla, bu sarti riyazi gozlomalar idaraetmalarin kegmis realizasiyalara géra orta
giymatini ifada edir. Buradan asagidaki tonliklar sistemi alinir:

Vi =(_ aé, —~a,EE —-n, —a)X, —a,E(X,, | K)}Tv
k=12...

Xeot = (_ am, —En =& -y - (P | K))*-
Bu tonliklor sisteminin hallini analitik sakilda tapmaq gatindir, ¢iinki har bir idara-

etma sonraki idaroetmanin sarti riyazi gdzlomasindan asili olaraq toyin olunur va bu
proses sonsuz olaraq davam edir. Ona géra do agsagidaki idaraetmaya baxaq:

-0, k=i j=12..
e V. kzj j=12,. .



Buradan ahiriq ki,

S . oy MAN
1, (%,5) - 1,(%,3)|< lim NN -0,

yani I(X,y)=1(x,y). Forz edok ki, yuxaridaki realizasiyalar ardicilig iigiin

&, .x,.1, malumdur, y,-ni tapmagq talab olunur. Aydindir ki, elo j € N némrasi
var Ki,

(-1 <k<j?.

Sorta gora jz'j_‘. =0 va tonliklar sistemi bu sakildadir:

‘-f_,-' = (_ az’?}:_1 _a|Ei7| _;{: _a'zj_’j:_l J‘ s (5)
7o =l ~mEE -1, ~a %, ~0,EE, | K, ©)
%o, =lam. —aEn £, ~a5.,-aG., K}, )
Vi :(_a|§k -a,Eé -n, —a\x, —a,E(x,,, | K))+- (8)

Bu tanliklar sistemini hall etmak figiin komokgi lemmadan istifads olunur.
Lemma 2. ixtiyari C sabiti vo y tasadiifi kemiyyati iigiin

z=(C-E(y-2)) ©)
tanliyinin z -3 gora [0,_ ! & | ] par¢asinda an azi bir halli var.
isbati. Ogor C <0 vaya Ey" = olarsa, onda z = 0 tonliyin halli olacaq.
C >0 va Ey" <olan hala baxaq. Burada
g(z)=z-(C-E(r-2)")
funksiyasinin sifra gevrildiyi ndqtoni tapmaq talab olunur. Ogor nazors alsaq ki, g(z)

funksiyasi kasilmazdir vo [U_. ‘ C l] parasinin uclarinda
g(0)=-{C-Ey*) <0,
glc)=lc|-c-Eq-Ic)y ) =0

aks isarali giymatlar alir, buradan lemmanin hokmiiniin dogru oldugu gixir.

Qeyd 3. Olbatts ki, (9) inteqral tanliyini ¢ox az hallarda analitik hall etmak
olar. Bu tenliyi adadi iisullarla, masalen parganin yariya béliinmasi disulu ila hall
etmak olar.

Lemma 2-ya gora (5) va (6) tanliklarindan ?ﬁ_‘ -i tapmagq olar:

;_;’—1 :-ﬂlg.ﬂ-l’nf—l‘ff-ij' (10)
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Yena lemma 2-yo gora (7) va (10) tonliklarindan X :_, -i tapmaq olar:

ff"—l - f3 (q::—z‘ﬁfz—l’y:'z—l)'
Prosesi ardicil olaraq bu qayda davam etdirmakla axtarilan y, halli tapihir.

Qeyd 4. Odadi hesablamalar iigiin tanliklorda istirak edan sarti riyazi gozlomlari
tagribi olaraq asagidaki Monte-Karlo metodu ilo hesblamaq olar [2]. Belo ki, asth
olmayan &£.n tasadiifi komiyyatlori iigiin

gz, w)+g(z,,w)+...+ g(z,,w)
Eg&mim |, , =52 = ,
burada z,z,,....,z, & tosadiifi kamiyyatinin asili olmayan realizasiyalari, w isa 1
tosadiifi kamiyyatinin realizasiyasidir.

Qeyd 5. Minimallasdirma mesalasini m sayda idaroetmalar ardicillii iigiin daha
imumi gokilda qoymaq miimkiindiir. Analoji yolla tanliklor sistemi qurulur:

=l =] h-1 m | -1 -1 *
X :(1‘}: ~ (1= a)x,, + Y o B, | K)}— D o, +(1- a)E(X,, [K)ﬂ ,

i=l i=h+_i=h I=h
=12 0
burada
k-1 k-1 k=1 n li i
o =[—Z{Zar55; +(1—’Zar);’_;,]J—Z‘l[(l—;a,)Eél’ +Zk‘la,§;n.
I=| {=i+1 =i+]| i= =, /=

Bu tonliklar sistemini analoji sakilda adadi iisulla hall etmak miimkiindiir. Lakin bu
¢ox boyiik miqyasda hesablamalar talab edir.
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MHHUMU3ALUA KJTACCA @YHKUHUOHAJIOB, ONMUCBIBAICILIUX
CPEAHEE BPEMA O KUJAHHA B CHCTEMAX OBCJTIY KUBAHUWA

T.ll. MAMEJOB
PE3IOME

Paccma‘rpuaam'rcn 3a1ayy MUHHMH3aUMH Kiacca CIJYHKUHOHEUIOB. OMHCBIBAKOIIIMX Cpel-
HEC BpEMA OMHUAAHUA B CHMCTEMAX 06Cﬂ)’H{HBaHHR. Haiigens! nocratouHbie YCNOBHA, MHHH-
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MH3HpYIOLUHE BbIOpaHHbLIH (YHKLMOHAN, KOTOPblE COOTBETCTBYIOT ONTHMATLHOMY YIIpas-
JEHHIO B CHCTeMax MaccoBoro obcaykuBaHus. HaxoaurTcs sSBHBIA BHI ONTHMAJILHOTO
YNpaBAeHHA A4 MPOCTOro Ciyyas M CTPOMTCA CHCTEMa YpPAaBHEHWH M4 ONTHMAaNbHOTO
YNpaBJIeHHUA B CIOKHOM CNyyae, Npeanaraercs YMCHEHHbIH METOL PeLeH .

MINIMIZATION PROBLEM OF A WIDE CLASS OF FUNCTIONALS,
DESCRIBING AN EXPECTATION OF WAITING TIME IN QUEUES

T. Sh. MAMMADOYV
SUMMARY
Minimization problem of a wide class of functionals, describing an expectation of
waiting time in queues is considered. Sufficient conditions corresponding to optimal control
for queues for minimization of given functional are derived. For a simple case the form of the

optimal control is found and for a difficult case the system of equations for the optimal
control are established and the method of numerical calculations is presented.

57





